Obtención del modelo dinámico simbólico de robots ramificados utilizando grupos de Lie y grafos by Escalera Piña, Juan Antonio et al.
  
 
 
 
 
 
Versión “postprint” del siguiente documento publicado: 
 
 
 
 
Escalera, J.A.; Abu-Dakka, F.J. Alhama, P.J.; Abderrahim, M. (2016) 
Obtención del modelo dinámico simbólico de robots ramificados 
utilizando grupos de Lie y grafos. En: Actas de las XXXVII Jornadas de 
Automática, 7, 8 y 9 de septiembre de 2016, Madrid. Comité Español de 
Automática, Pp. 755-761 
 
 
 
 
 
© Comité Español de Automática (CEA-IFAC) 
 
 
OBTENCION DEL MODELO DINAMICO SIMBOLICO DE
ROBOTS RAMIFICADOS UTILIZANDO GRUPOS DE LIE Y
GRAFOS
J.A. Escalera, F.J. Abu-Dakka, P.J. Alhama y M. Abderrahim
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Resumen
En este artculo se presenta una formulacion ma-
tricial simbolica para el modelado dinamico de ro-
bots ramicados, los cuales estan compuestos por
varias cadenas cinematicas lineales abiertas. El
metodo propuesto utiliza la mecanica geometrica
basada en la teora de Screws y grupos de Lie pa-
ra derivar la ecuacion de movimiento de Newton-
Euler geometrica. La formulacion es valida pa-
ra cualquier robot formado por cuerpos rgidos
acoplados mediante juntas de un grado de liber-
tad (por tanto, rotacionales y/o prismaticas) sin
formar cadenas cinematicas cerradas. Bajo estas
condiciones, estos robots pueden ser representados
en forma unica como un grafo de tipo arbol diri-
gido. Finalmente combinando la teora de grafos
con la mecanica geometrica se obtiene el modelo
dinamico complete de robots ramicados. Ademas,
la formulacion propuesta presenta los parametros
intrnsecos del robot explcitamente en terminos
aislados. De este modo, la ecuacion resultante se
puede utilizar en algoritmos tales como identica-
cion, simulacion y control.
Palabras clave: Modelado dinamico, robots
ramicados, grupos de Lie, teora de grafos.
1. INTRODUCCION
En general, un sistema robotico se puede con-
siderar como un conjunto articulado de cuerpos
rgidos. Por esta razon, su modelo dinamico pue-
de obtenerse mediante la ley de Newton-Euler o
aplicando la ecuacion de movimiento de Lagran-
ge. Sin embargo, estas ecuaciones pueden volverse
extremadamente complejas con sistemas de mu-
chos grados de libertad (GDL). Esta complejidad
ha exigido un esfuerzo a los cientcos para buscar
formas de reducir la complejidad de computacion
de estas ecuaciones [1]. El incremento en la com-
plejidad de los sistemas roboticos y los metodos
para la planicacion de trayectorias y control esta
inuyendo en la busqueda de formulaciones de la
dinamica mas sistematicas y compactas. En esta
lnea, el modelado geometrico ha sido empleado
satisfactoriamente en robotica (tanto cinematica
como dinamica) [8, 14, 15, 17, 19]. Featherstone,
en 1984, propuso en su tesis una formulacion espa-
cial basada en vectores espaciales de 6 dimensio-
nes que combinaban el aspecto lineal y angular de
la cinematica y dinamica de sistemas articulados
de cuerpos rgidos [7]. Posteriormente, describio
la relacion de la fuerza espacial y la aceleracion
de un cuerpo rgido del sistema usando la matriz
de inercia de ese cuerpo, considerando la dinami-
ca del sistema articulado [8]. Ademas, propuso un
algoritmo recursivo de complejidad O(n) para re-
solver el problema dinamico directo en el espacio
articular para robots ramicados. Featherstone en
su libro, deriva parcialmente un modelo simbolico
matricial.
Otras alternativas usan los conceptos de gru-
pos de Lie y geometra diferencial para derivar
las ecuaciones dinamicas de sistemas roboticos
[4, 15, 17, 19]. Esta tecnica puede aplicarse a siste-
mas roboticos ya que el grupo Euclidiano especial
SE(3), usado en su modelado, reune las condicio-
nes de un grupo de Lie. Por tanto, la dinamica de
robots puede expresarse aplicando propiedades de
los grupos de Lie y su estructura algebraica aso-
ciada [4, 12]. Park et al, propusieron un algorit-
mo recursivo para formular la dinamica de robots
usando grupos de Lie [14]. Un a~no despues, estos
extendieron su algoritmo para expresar la ecua-
cion de movimiento de Lagrange en terminos de
grupos de Lie [15].
Duindam y Stramigioli combinaron la juntas Eu-
clidianas y otras juntas mas generales, i.e. juntas
que pueden ser descritas por el grupo SE(3) o
uno de sus subgrupos [6] en un metodo mas gene-
ral y basado en el Lagrangiano. Posteriormente, se
propone una extension de este metodo para mo-
delar sistemas moviles con manipulador [10]. La
consiguiente derivacion explcita de esta ecuacion
dinamica para diferentes espacios de conguracio-
nes, muestra que cuando se reduce a la dinamica
de un unico cuerpo, esta es equivalente a la formu-
lacion clasica para cuerpos rgidos, concretamente
a las ecuaciones de movimiento de Newton-Euler
y Lagrange [9].
La principal contribucion de este artculo es la de-
rivacion simbolica de la ecuacion de movimiento
Cuadro1:Notaci´ondeloselementosb´asicosdel
modeladogeom´etrico.
Ψi Sistemadecoordenadasﬁjoalcuerpoi.
Hij Matrizdetransformaci´onhomog´eneadelsistemaΨjconrespectoalsistemaΨi.
si,jk ScrewrelativodelcuerpokconrespectoalcuerpojexpresadoenelsistemaΨi.
si,jk Co-srewdelafuerzaqueelcuerpokejercesobreelcuerpojexpresadoenΨi.
ti,jk TwistrelativodelcuerpokconrespectoalcuerpojexpresadoenelsistemaΨi.
wi,jk Wrench ejercidoporelcuerpoksobreelcuerpojexpresadoenelsistemaΨi.
wi,j Wrench netoejercidosobreelcuerpoj
yexpresadaenelsistemaΨi.
rk,ji VectordesdeelpuntojalpuntoiexpresadoenelsistemaΨk.
x˜ Matrizanti-sim´etricadelvectorx.
deNewton-Eulerdesdelaperspectivageom´etri-
ca.Paratalﬁn,sehanutilizadolasteor´ıasde
Screw,deLieydeGrafos.Est´aformulaci´ones
v´alidaparacualquierrobotformadoporcuerpos
r´ıgidosycuyasjuntastienenunGDL(rotacional
oprism´atica).Adem´as,e´stosdebenestarforma-
dosporcadenascinem´aticasabiertasdetalforma
queelrobotadmitaunarepresentaci´onmediante
ungrafodea´rboldirigido.Entreestetipodero-
botsseencuentran,porejemplo,manosrob´oticas
yhumanoides.Adem´as,laformulaci´onpropuesta
dejaenformaexpl´ıcitalospar´ametrosintr´ınsecos
delrobot,locualesdeseableparasuaplicaci´onen
algoritmosdeidentiﬁcaci´on,simulaci´on,s´ıntesisy
control.
2. CONCEPTOSYNOTACI´ON
DEL MODELADO
GEOME´TRICO
Estasecci´onpresentaunabreveintroducci´onde
loselementosdelmodeladogeom´etricoaplicadoa
robots.Nosepretendeproporcionarunaexplica-
ci´ondetaladadeltemasinoclariﬁcarlanotaci´on
empleadaenesteart´ıculo,lacualsemuestraen
latabla1.Parauncompletoentendimientodelos
conceptosexpuestosenestaysiguientessecciones
ellectorpuederevisar[4,17].
Labasedel modeladogeom´etricosefundamen-
taendosteoremasduales:elteoremadeChasles
yelteoremadePoinsot[2].Elprimeroenuncia
quecualquiermovimientoentredoscuerpospuede
describirsemedianteunarotaci´onseguidaporuna
traslaci´onsobreunmismoejeoscrew.Esteteo-
remaadmiteotrainterpretaci´onhaciendotender
acerodesplazamientoytiempo.Deestamanera
seobtienelavelocidadinstant´aneageneralizada
relativa,otwist,entreloscuerpos.
Mientrasqueelsegundo,dualdelprimero,enun-
ciaquecadasistemadefuerzasaplicadoauncuer-
poesequivalenteaunafuerzayunparaplicados
sobreelmismoejeoco-screw.Estafuerzagenera-
lizadarecibeelnombredewrench.
Delaprimerainterpretaci´ondelteoremadeChas-
lessurgeunainteresanteequivalenciaentredes-
plazamientosexpresadosmediantescrewsyma-
triceshomog´eneasH∈SE(3)[17](formalmente
eldesplazamientoentredossistemasdereferencia
ﬁjoscadaunoauncuerpo).Deigualmanerase
puedeobtenerunarelaci´onentretwistsymatrices
homog´eneasdelasegundainterpretaci´on.Estare-
laci´onseconcretamedianteela´lgebradeLie.El
grupoEuclidianoespecialdematricesSE(3)esun
grupodeLiecuyoespaciotangenteenlaidenti-
dadtieneestructurade´algebradeLieysedenota
se(3).Comosemuestraen[17],lostwistssonele-
mentosdese(3).Portanto,laderivadatemporal
descrewsesequivalentealaderivadatemporal
dematriceshomog´eneasH˙.Detalmaneraquese
establecelasiguienterelaci´onentreestoscampos
vectoriales:H˙ji=Hji˜ti,ji H˙ji=t˜j,jiHji .
Comotwistsywrenchessonelementosduales,los
wrenchespertenecenalespaciodualdel´algebrade
Liese(3)denotadose∗(3).Ladualidadprovienede
lamec´anicayponedemaniﬁestoqueelproducto
dualentreunwrenchwk,iactuandoenuncuerpoi
ysutwistabsolutotk,0i ,eslapotenciainstant´aneadesarroladoporelcuerpo.Enformamatem´atica
setiene:wk,i(tk,0i )=wk,iT ·tk,0i =potencia.
2.1. CAMBIODESISTEMASDE
REFERENCIA
Twistsywrenchessonvectores/co-vectoresdesus
correspondientesa´lgebrasdeLie.Comotal,pue-
densumarseensucorrespondienteespaciovec-
torialsiemprequeest´anexpresadosenelmismo
sistemadereferencia.
Paracambiarelsistemadereferenciaenelque
est´anexpresadostwistsywrenchesseutiliza[18]:
tl,ji =AdHlk·tk,ji , (1)
wl,ji =AdTHkl·w
k,j
i , (2)
dondeAdHlk=
Rlk 0
r˜l,lk ·Rlk Rlk eslarepresen-taci´onmatricialdeladjuntodelaconjugaci´onpa-
ramatriceshomog´eneasHlk(Rlk,rl,lk)quetransfor-manlascoordenadasdelsistemaΨkalsistemaΨl.
Laderivadatemporaldeesteadjuntoesunele-
mentoclaveenlasecuacionesdelassiguientessec-
ciones.
d
dtAdHji=AdHjiadti,ji =adtj,ji AdHji (3)
dondeadtk,ji =
ω˜k,ji 0
v˜k,ji ω˜k,ji eslarepresen-
taci´on matricialdeladjuntodeltwisttk,ji =
(ωk,ji ,vk,ji ).
3. REPRESENTACI´ONDE
ROBOTSENFORMADE
GRAFOS
Unrobotpuedeconsiderarsecomounconjunto
decuerposr´ıgidosacoplados medianteparesci-
nem´aticosquepermitenel movimientorelativo
entresuspartes.Adem´as,lossistemasdecuer-
por´ıgidosarticuladosadmitenunrepresentaci´on
abstractaenformadegrafo.Paraobtenertalre-
presentaci´on,cadacuerpor´ıgidodelrobotsere-
presentaporunv´erticeyacadaparcinem´atico
seleasociaunarco[5].Adicionalmente,losarcos
puedenserdirigidos.Estetipodegrafossede-
nominagrafocinem´atico.Talesrepresentaciones
derobotscomografoscinem´aticossonelv´ınculo
adecuadoparaaplicart´ecnicasdeteor´ıadeGrafos
[11]almodeladoderobots.
Figura1:(Izquierda)Representacioncomografo
deunrobotcompuestoporseiscuerposr´ıgidos
(v´ertices)ycincojuntas(arcos).Cadaarcoest´a
adem´asdirigidoloqueindicaunarelaci´on“relati-
voa”entrelosv´erticesqueune.(Derecha)Matriz
deincidenciamodiﬁcadadelgrafoconlaﬁladel
v´erticedereferenciaglobaleliminada,queeneste
casoeselv´erticecero(subrayado).
Lanotaci´ondegrafossiguelassiguientesreglas.
Cadav´erticetieneun´unicoidenticadoriqueiden-
tiﬁcaelv´erticecomovi.Debidoaquelosarcos
siemprevinculandosv´ertices,suidentiﬁcadorest´a
compuestoporlos´ındicesdelosv´erticesadyacen-
tes,i.e.eijdeﬁneelarcoquevadelv´erticevialvj.
Adem´as,engrafosdirigidos,estanotaci´onmues-
traqueelarcodejaviyentraenvj.Laﬁgura1
muestraunejemplo.Asimismo,dadoungrafoG,
elconjuntodetodoslosv´erticessedenotaporV
yelconjuntodetodoslosarcosporE.Portanto
G=G(V,E).
Unapropiedadimportantedelosgrafosesque
cualquiergrafoesisom´orﬁcoaunamatriz.Haydos
representacionesmatricialesdeungrafo:lamatriz
deadyacenciaylamatrizdeincidencia.Lamatriz
deincidenciatienedimensi´onn×m,dondenes
eln´umerodev´erticesymeseln´umerodearcos.
Paraconstruirestamatriz,losarcossecolocanen
columnasylosv´erticesenﬁlas.Cadaentradaai,j
ser´a−1sielarcodelaj-´esimacolumnadejael
v´erticedelai-´esimaﬁla,1sielarcodelaj-´esima
columnaentraalv´erticedelai-´esimaﬁlay0en
otrocaso[11].
Laformulaci´onqueseexplica m´asadelanteuti-
lizaunamatrizdeincidenciamodiﬁcada.Prime-
ramente,unodelosv´erticesdelgrafosemarca
comoreferenciainercial.Paradistinguirlo,sueti-
quetasesubraya.Posteriormenteseeliminadela
matrizdeincidencialaﬁlacorrespondienteaeste
v´ertice.Enestamatrizdeincidenciamodiﬁcada,
cadaentradasetransformadeunescalarauna
matriz6×6.Elcambioconsisteensubstituirca-
da±1porlamatrizunidad±I6ycada0porla
matriznula06.Estamatrizdeincidenciamodi-
ﬁcada(MIM)serepresentacomoB.Laﬁgura1
muestraunejemplodecomoungrafodirigidose
colocaenformadeMIM.
3.1. PARESCINEM´ATICOSY
RELACIONESDELOSTWISTS
DELROBOT
Comosehaindicadoenlasecci´onanterior,cada
parcinem´aticolevaasociadounarcodelgrafo.
Unparcinem´aticoacopladoseslabonesdelrobot
detalmaneraquepermiteunmovimientorelati-
voentreelas.Debidoaqueelmovimientorelativo
entredoscuerpospuedeserdescritoporunscrew
∈R6,lacombinaci´ondeseisscrewslinealmente
independientesdescribecualquiermovimientore-
lativoenelespacio.Seleccionandounsubconjun-
todeestesistemaseobtieneunsubespacioque
describes´oloaquelos movimientorelativosque
sonpermitidosporlajunta.Elsubespaciocom-
plementariocontienelosmovimientorelativosque
sonimpedidosporlajunta.
Existendosgruposdeparescinem´aticos:losinfe-
rioresylossuperiores[16].Enelalcancedeeste
art´ıculos´olosetratanlosparescinem´aticosinfe-
riores.Estegrupo,asuvez,contieneseistiposde
juntas.Sinembargo,s´olodosdeelospuedencon-
siderarsecomoelementalesyaquecombin´andolos
seconsiguenmovimientosrelativosid´enticosalos
delosotrospares.Estosdoselementossonlasjun-
tasrotacionalyprism´atica.Ambassonjuntasde
unGDLdetalmaneraquesusubespaciodemo-
vimientorelativoquedadeﬁnidoporunsistema
deunu´nicoscrew.Portanto,cualquierarcoei,j
delgrafotieneasociadounscrewsj,ji.Obs´ervesequesielscrewest´aexpresadoconrespectoaun
sistemadereferenciaﬁjoaalgunodeloscuerpos
adyacentealarco,dichoscrewesconstante.
OtraventajadeusarjuntasdeunGDLesquela
magnituddelscrewquedadeﬁnidaporunu´nico
par´ametro.Porconsiguiente,paracalculareldes-
plazamientorelativoolavelocidadrelativaentre
loscuerposunidosporlajunta,´unicamentesene-
cesitasuposici´ongeneralizadaqosuvelocidad
generalizada˙qrespectivamente.
Portanto,dadounsistemaarticuladodecuerpos
r´ıgidoselcualadmiteunrepresentaci´onengrafo
etiquetadoenformadea´rboldirigidoG(V,E)∈
Rn×n−1,laecuaci´onde movimientosimb´olica
geom´etricapuedeformularseenformacompacta
deﬁniendolossiguienteselementos:
Deﬁnici´on:UnamatrizdiagonalabloquesSbA∈R6n×nquecontienetodoslosscrewsasociadoscon
cadaarcodeG(V,E)yformadacomosigue
SbA=diag sj,ji ∀ei,j∈E (4)
sedenominascrewconjuntodelasjuntasyes
constante.
Deﬁnici´on:Una matriz diagonala bloques
AdH0B ∈ R6n×6n formadaporlas matricesdetransformaci´ondelsistemalocalalinercialdeca-
datwistsdelosv´erticesdeG(V,E)sedenomina
transformaci´onconjuntadecoordenadascuyafor-
maes:
AdH0B =diag AdH0i ∀vi∈{V−0}(5)
Paraobtenerlatransformaci´onhomog´eneaentre
sistemasdecoordenadosdecuerposadyacentesa
lamismajuntaei,jseutilizaelaplicaci´onexpo-
nencial[13]siguiente:
Hji(qj)=Hji(0)·e˜s
i,j
i ·qj=e˜sj,ji ·qj·Hji(0) (6)
Lasecuenciacompletadetransformacionesdes-
deelsistemacoordenadodereferenciaΨ0hasta
elsistemaΨjseobtienemedianteelproductode
exponenciales[3].
Deﬁnici´on:Unvectort0K ∈R6n×1queagrupalostwistsasociadosconlosarcosdelgrafoG(V,E)
sedenominatwistconjuntoarticularysatisfacela
siguienteigualdad:
t0K =col t0,ji =AdH0B ·SbA ·˙q ∀ei,j∈E,
(7)
dondeq˙=col(˙qj)eselvectorcolumnadetodas
lasvelocidadesdelasjuntas.
Deﬁnici´on:Unvectort0B∈R6n×1queagrupalostwistsrelativosentrecadav´erticeyelv´erticede
referenciadeG(V,E)(concretamentesusistema
coordenadoasociado)sedenominatwistconjunto
absolutoysuestructuraeslasiguiente:
t0B=col t0,0j ∀vj∈V−{0} (8)
Existeunarelaci´onfundamentalentreeltwistcon-
juntoabsoluto,eltwistconjuntoarticularyla
MIMquees[18]:
t0K =−BT·t0B, (9)
Paracomprenderdicharelaci´on(9),sedebeob-
servarquecadaﬁlade−BT relacionasucorres-
pondientejuntaconlosdoscuerposqueenlaza.
Portanto,cadaﬁla(i.eei,j)multiplicadaport0Bdacomoresultadolasumadeloscorrespondien-
teselementost0,0i yt0,0j .Debidoalarelaci´ondeordenimpuestaporlosarcosyelsignomenosde
(9)lasumaest0,0i −t0,0j odeformaequivalente
t0,0i − t0,0i +t0,ij .Queresultaent0,ji comoser´ıa
deseableparaei,j.
Finalmente,elcorolario4.2.6de[11]pruebala
existenciadeB−1,conloqueseveriﬁcalaecua-
ci´onrec´ıprocasiguiente:
t0B=−B−T·t0K =C·t0K =C·AdH0B·SbA·˙q(10)
dondeparasimpliﬁcarlanotaci´on,−B−T sere-
presentaporC.
4. OBTENCI´ONDELAS
ECUACIONESDE
MOVIMIENTO
GEOME´TRICOPARA
ROBOTSRAMIFICADOS
Estasecci´onproporcionaunadeducci´oncompleta
delaecuaci´onde movimientodeNewton-Euler
desdelaperspectivadela mec´anicageom´etrica
introducidaenlasseccionesanteriores.Lafor-
mulaci´ondeestaecuaci´onest´aexpresadaenfor-
macerradadetal modoquepuedeserintegra-
danaturalmenteenotrasexpresionesmatem´aticas
parasermanipuladasimb´olicamente.Adem´as,la
formulaci´onpropuestaexhibeexpl´ıcitamentelos
par´ametrosintr´ınsecosdelmecanismo.Estetra-
bajoextiendeeltrabajo[7]dandounaformula-
ci´onsimb´olicacompletadelaecuaci´ondeNewton-
Euleryel[15]ampliandolaaplicaci´ondelaecua-
ci´onarobotsramiﬁcados.Respectoasurangode
aplicaci´on,e´steenglobacualquierrobotformado
porcuerposr´ıgidosunidosentres´ımediantejunta
deunGDLylibredebucles,i.e.todaslascadenas
cinem´aticasqueformanelrobotsonabiertas.Este
tipoderobotstieneportantoncuerposyn−1
juntasdeunGDL.Obs´ervesequelacombinaci´on
dejuntasrotacionalesy/oprism´aticasconcuerpos
demasadespreciabledalugaraotrotipodejun-
tasutilizadashabitualmenteporlosrobots(juntas
universales,esf´ericas,etc),porconsiguientelafor-
mulaci´onpropuestaabarcaunmayorn´umerode
casosdelosqueaprioricabr´ıaesperar.
4.1. ECUACI´ONDE MOVIMIENTO
GEOME´TRICADE
NEWTON-EULER
En mec´anicacl´asica,lasegundaleydeNewton
enunciaquelafuerzanetaejercidasobreuncuer-
poesigualaladerivadatemporaldelmomentoli-
nealdetalcuerpo.An´alogamente,laecuaci´onde
Eulerestablecequeelmomentonetoaplicadoa
uncuerpoesigualaladerivadatemporaldelmo-
mentoangular.Ambasexpresionesunidasforman
laecuaci´ondeNewton-Euler.Obs´ervesequetodos
loselementosinvolucradosdebenestarexpresados
enunsistemacoordenadoinercial.
Talesecuacionespuedenaplicarsede manera
an´alogaenmec´anicageom´etricapartiendodelmo-
mentogeom´etrico.Comoseexponeen[17],elmo-
mentogeom´etricoresultadelaacci´ondeunten-
sorsobreloselementosdese(3)transform´andolos
enelementosdese∗(3).Dichotensorsedenomina
tensordeinerciageom´etrico.Eltensoresunope-
radormatricialsim´etricoydeﬁnidopositivocuyas
entradassonlospar´ametrosdin´amicosintr´ınsecos
delcuerpocolocadosdelsiguientemodo:
Mk,i=

 Ik,CMi−mi r˜k,iCMi
2 mi˜rk,iCMi
−mi˜rk,iCMi miI3

,
(11)
dondeIk,CMi eseltensordeinerciacl´asicodel
cuerpoiensucentrodemasa(CMi),relativoaun
sistemacoordenadoenelcentrodemasaconejes
paralelosalsistemaﬁjoenelcuerpobodyi(Ψi),
mieslamasadelcuerpoi,rk,iCMieselvectordesdeelorigendelsistemadelcuerpoialcentrodemasa
delcuerpoiyI3∈R3×3eslamatrizidentidad.
Adem´as,todosloselementosest´anexpresadosen
elsistemaΨk.
Debidoaqueeltensordeinerciageom´etricorela-
cionavectoresdese(3)conco-vectoresdese∗(3)
entoncessutransformaci´onentrediferentessiste-
mascoordenadosdebesatisfacer:
Ml,ij =AdTHkl·M
k,i
j ·AdHkl (12)
Comosehamencionadaanteriormente,aplicando
eltensordeinerciageom´etricosobreuntwistse
obtieneelmomentogeom´etrico:
pk,i=Mk,i·tk,0i . (13)
Finalmente,despu´esdeladeﬁnici´ondelmomen-
togeom´etricoseexpresalaecuaci´ondeNewton-
Eulereneldominiodelamec´anicageom´etricaco-
mo:
w0,i= ddtp
0,i, (14)
dondew0,ieselwrenchnetoactuandosobreel
cuerpoiyp0,ieselmomentogeom´etricodelcuer-
poi,ambosexpresadosenelsistemainercialΨ0.
Aligualqueenlasecci´on3.1,acontinuaci´onse
deﬁnenlossiguienteelementosextendidosatodo
elconjunto.
Deﬁnici´on:Una matriz diagonala bloques
M0B ∈R6n×6nformadaporeltensordeinerciageom´etricocorrespondienteacadav´erticesedeno-
minatensorconjuntodeinerciacuyacomposici´on
es:
M0B=diag M0,i ∀vi∈{V−0} (15)
Deﬁnici´on:Unco-vectorw0B∈R6n×1queagru-paloswrenchesnetosdecadav´erticeexpresados
enelsistemadereferenciainercialΨ0sedenomi-
nawrenchconjuntoabsolutoysuestructuraesla
siguiente:
w0B=ﬁla w0,j ∀vj∈V−{0} (16)
Si(13)sesubstituyeconvenientementeen(14)y
seextiendeatodoelrobotteniendoencuenta(8),
(15)y(16)seobtienelaecuaci´ongeom´etricade
Newton-Eulerdelrobotramiﬁcado:
w0B= ddtM
0B·t0B , (17)
Acontinuaci´on,substituyendo(10)en(17)yapli-
candoladerivadatemporalresulta:
w0B= ddtM0B·C·AdH0B ·SbA ·˙q+M0B·C·ddtAdH0B ·SbA ·˙q++M0B·C·AdH0B ·SbA ·¨q.
(18)
Antesdecontinuarseprecisacalcularladerivada
temporaldeltensorconjuntodeinercia.Primero,
cadaentradasetransformadelsistemainercialal
local(ﬁjoenelpropiocuerpo)aplicando(12).De
talmaneraqueeltensorconjuntodeinerciare-
sultantequedaconstante.Entoncessecalculala
derivadatemporal:
d
dtM0B= ddtAd−TH0B ·MbB·Ad
−1
H0B+Ad−TH0B ·MbB·ddtAd
−1
H0B.
(19)
N´otesequeAd−1H0B =Ad(H0B)1=AdHbB.Donde
AdHbB yMbBsonan´alogosaAdH0B yM0Brespecti-vamentesalvoquesuselementosest´anexpresados
encoordenadaslocalesdecadacuerpo.
Substituyendo(3)en(19)anterior,seobtieneel
resultadoﬁnaldeladerivadatemporaldeltensor
conjuntodeinercia:
d
dtM0B=ad−Tt0B ·Ad
−T
H0B ·MbB·Ad
−1
H0B+Ad−TH0B ·MbB·Ad
−1
H0B ·ad
−1
t0B =ad−Tt0B ·M0B+M0B·ad
−1
t0B.
(20)
Finalmente,siseaplica(20)en(18)seobtiene
laexpresi´on matricialsimb´olicadelaecuaci´on
geom´etricademovimientodeNewton-Euler:
w0B= ad−Tt0B ·M0B+M0B·ad
−1
t0B ·C·AdH0B·SbA ·˙q+M0B·C·adt0B ·AdH0B ·SbA ·˙q+M0B·C·AdH0B ·SbA ·¨q. (21)
4.2. MODELODIN´AMICO
SIMB´OLICODEROBOTS
RAMIFICADOS
Enestasecci´onsederivalaexpresi´ondelmode-
lodin´amicoinversoqueobtieneloswrenchesque
act´uansobrecadaunadelasjuntasenfunci´ondel
movimientodelrobot(posici´on,velocidad,yace-
leraci´on)ydeloswrenchesexterioresqueact´uan
sobreelmismo.Loswrenchespresentesencada
juntasedebenalasfuerzas/paresimpuestospor
lajuntapararestringirciertos movimientos,as´ı
comolasfuerzas/paresgeneradosporelactuador
asociadoacadajunta.
Paraobtenertalecuaci´on,primerosea´ıslaun
cuerpoidelrobotyseestableceelbalancede
wrenchesactuandosobre´elobteniendo:
w0,i=
N
j=1
w0,ij −
M
k=1
w0,ki +w0,ie, (22)
dondew0,ij sonwrenchesqueelcuerpoirecibede
otroscuerposjadyacentes,w0,ki sonwrenchesqueelcuerpoiejercesobreotroscuerposkunidosa
e´l,yw0,ie sonwrenchesdebidoaagentesexternos.
Entreloswrenchesexterioreselm´asgeneralesel
wrenchdebidoalagravedad.E´stemaniﬁestasu
acci´oncomounafuerzapuraenelcentrodemasa
delcuerpo,porlotantonoejercening´unmomen-
to.Paraobtenersevalorseanalizaelsistemacon
elwrenchgravitatoriocomo´unicaacci´onsobre´el.
Esestesupuesto,eltwistimpuestoporlagrave-
dadalcuerpo,expresadoenunsistemainercial,y
sumomentogeom´etricoson:
tg0,0i =
03
−k0 vg → p
0,i=M0,i·tg0,0i ,(23)
dondevg esla magnituddelavelocidadins-
tant´aneayk0eselvectordirecci´ondelagravedad
respectoalsistemainercial.
Substituyendo(17)enelmomentogeom´etricode-
bidoalagravedad(23)ysustituy´endoloen(20)
resultaelwrenchgravitatorio:
w0,ig = ad−Tt0,0i ·M
0,i+M0,i·ad−1t0,0i ·tg
0,0
i +
M0,i·ddttg0,0i =M0,i·
03
−k0 g
,
(24)
dondeg= ddtvgeslaaceleraci´ondelagravedad.
Puestoqueeltwistabsolutot0,0i esigualatg0,0i ,elprimersumandoseanula.Esteresultadocoincide
coneldadoen[17].
Paraextenderlaformulaci´onalrobotcompletose
deﬁneelsiguientet´ermino:
Deﬁnici´on:Unco-vector w0E ∈ R6n×1 queagrupaloswrenchesexternosdecadav´erticede
G(V,E)expresadosenelsistemadereferencia
inercialΨ0sedenominawrenchconjuntoexterior
ysuestructuraeslasiguiente:
w0E=ﬁla
l
w0,iel ∀vj∈V−{0}(25)
Extendiendo(22)y(24)atodoelsistemaysubs-
tituyendo(25)seobtienelaexpresi´ondelmodelo
din´amicocompleto:
w0B=B·w0K+M0B ·˙t0g+w0E (26)
dondet˙0g=col [0T3,−kT]Ti ·gparatodovi∈
V−{0}.Laigualdadw0B =B·w0K surgerazo-nandodemaneraan´alogaa(9)cuandolosu´nicos
wrenchespresentesenelsistemasonlosdebidos
alasjuntas.
5. CONCLUSIONES
Enesteart´ıculolaecuaci´onde movimientode
Newton-Euleresobtenidaeneldominiodela
mec´anicageom´etrica.Comoresultadoseobtiene
unaexpresi´oncerradaanal´ıticaparaobtenerel
modelodin´amicoderobotsramiﬁcados.Lavali-
dezdeestem´etodoseextiendeacualquierrobot
formadoporcuerposr´ıgidosyenlazadosporjun-
tasde1GDL(prism´aticasy/orotacionales)cu-
yarepresentaci´oncomografoesun´arboldirigido.
Portanto,elrobotnocontieneningunacadena
cinem´aticacerrada.Alserunaexpresi´onsimb´oli-
camatricial,´estapuedesermanipuladacomotal
aplicandot´ecnicasdec´alculoy/oalgebraicaspara
combinarlasconalgoritmosutilizadosenrob´oti-
ca.Adicionalmente,laexpresi´onresultanteagru-
paexpl´ıcitamentelospar´ametrosintr´ınsecosdel
robot en forma de matrices lo cual es atractivo
en tareas de identicacion. Por tanto, la ecua-
cion simbolica propuesta proporciona una nota-
cion mas completa y compacta que las actualmen-
te existentes.
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